Eletromagnetismo

Johny Carvalho Silva*
Universidade Federal do Rio Grande

Instituto de Matematica, Fisica e Estatistica

Lista - 2
2.1 - Mostrar que a seguinte medida é invariante

&’p

onde: p3 = p?+ m? 1
oy ; (1)

onde v e v’ - velocidade da particula no referencial K e K’, V - velocidade do referencial K em
relacao a K'.

d3
/2;;:/d4p5<p2_m2)@(p0) onde P’ =pp"=p3—p> e py=E=+V/p>+m? (2)

i o 1, se a>0
fungao de Heaviside: O(a) = {07 se a<0 ®

/#m%—ﬁm%>=

= [ d'pd(p} — E*)O(po) (4)
propriedade da funcdo delta: §(z* — a®) = 21| [5(:6 +a)+6(x — a)] (5)
a

das eqs.(3), (4) e (5)

/d4p5(P(2) — E*)O(p0) = /Ep[ po+ E) +0(po — E)]G(po)
_ [Ty dpse
= / 57 O + E)O(p )+/ 550 (Po = E)O(po)
©(po)=0
pois pg = —FE (E > 0 € positivo definido, particula livre)
d3
[ 5o s00 — O) = [ 4P (6)
Po
(po) 1
pois py=F
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2.2 - Demonstrar a relagao

\/(v’ +V)2 - C%(v' < V)2
e @

c2

v =

1+

Suponha um sistema K que se move em relacao ao sistema K’ com velocidade V ao longo do
eixo .

Transformgoes de Lorentz,

r = @ +Vt) — dr=~y(dd +Vdl), (8)
y =y — dy=dy, (9)
z = 7 — dz=dY, (10)
t Yt + V)P  —  dt =~y(dt +V/Pd). (11)

onde V = (V,,0,0) é velocidade do sistema K em relagio ao sistema K’

Dividindo as egs, (8),(9) e (10) pela eq. (11) temos,

d
v = d—;, velocidade da particula no sistema K (12)
! I'/ - - - 14
vio= o5 velocidade da particula no sistema K (13)
(14)

cuja as componentes sao,

VQ V2
v, + Ve ] v\l
Ve =" 57, W= — 7y V2T 7 (15)
1+—U$2V"” 1+”$¥“ 1+%¥”
c c c
1 1 1
faze]ndo:’yzivx2 e a51+v;Vx:1+V’-V (16)
1_07 c? c?



calculando o médulo de v,

V| = \/v2 + v2 + v?

Va0 Vi + a2 102 4 a2y 1o )2

a\/véﬂ2 +V2+ 20V, + 7_2(1);/2 + v2)

’ ’ V2 / !
a\/va + V2420,V + (1 — C—g)(vf + v7?)

’ ’ / ’ V2 ’ ’
a\/fux2 +v2 + o2+ VE+ 20,V — c—;”(vf +v2)

/ / 1 ’
a\/v2—|—V2+2v -V — 5 (v x V)2
c

\/(v' V)2 - C%(v' < V)2

v -V

1
+02

(17)

2.3 - Sejam os tensores simétricos S, e antisimétrico F},,,. Obtenha as regras de transformacao
para as componentes destes tensores com as transformagoes de Lorentz no plano (¢, z).

v =By 0 0 t t
By v 00 x . x
0 0 1 0 Y Y
0 0 01 z z

Para o tensor simétrico S,,,,

Su

!
v

+ o+ o+

ASALSo

ADAD Soo + ADALSo1 + ADAZSoz + AD A3 Sos
ALADS10 4 AL ALST + AADS1o + AL AT S5
AZASSZO + AiAll,Sm + AiA,ZjSzQ + AiAngg
ABAD S50 + AS A, Sa1 + ASAZSsy 4+ ADAS Sss

fixando p =0 e fazendo variar v =20,...,3

para v =10

/
SOO

00

+ o+ 4

AJAGSo0 + AJAGSo1 + AJAGSo2 + AJAGSos
AGAYS10 + AGAGS11 + AJAGS12 + A§ASS3
AFAYS20 + AGAGS21 + AZAG S92 + AGASS2s
A3AYS30 + AJALS31 + ASAZS3: + AJASSs3
ASASSoo + AJALSor + ASAIS10 + AGALST

1
B 5500 + 2501 + B8S11

v By
By v

0 0

0 0

(19)



para v =1

Shy ASAYSoo + AJATSo1 + AJATSgs + AJA3 Sp3
ASAS 0 + AJALST + AJAZS o + AJASS 5
AZATSa0 + AFAL So1 + AFAT S0 + AGATSos
ASAYSs0 + ASAL Sy + AZA2 S5y + ASA3Sss
= AJA9Sgo + AJALSo; 4+ AJAYS o + AJALSTy

+ o+ o+

Sor = ¥*B|So0 + (1 + B8)So1 + S11

para v = 2

Sho ASASSoo + ASALSo1 + AJAZ Sy + AJASSys
ASASS 0 + AJALS ) + AJASS o + ALASS 3
AZAS S0 + AZALSo; + AZA2 S0y + AZASSys
ASAYS30 + ASALSs; + AJA3Sse + AJA3Ss3
AJA3So2 + AjARSo

Sy = v [502 + ﬁsm]

+ 4+ 4

para v =3

563 AgAgSOU + AgAéSOl + AgA%S{)Q + AgA%S()g

+  A§ASS10 + AGA3STT + AGA5S12 + AGA3St3
+  A§ASSs0 + AFAZSa1 + AJAZS20 + AFA3S0s
+  AJASS50 + AGAZSs + AGAZS32 + AGA3Sss
= AQA3Sos + AJA3S13
Sos = 7 [503 + ﬁ513]
fixando p =1 e fazendo variar v =0,...,3
para v =0

0= 50 =B [500 + (14 5)So1 + S11

para v =1

AYAYSgo + AYALSo + AJAZSgs + AVA3Sys
AIAS 0 + ATALS) + ATAZS)o + ATASS 5
A2A9S90 4+ A2AL Sy + A2A2S0y + A2A3 S0,
A3AYS30 4+ ASALS3 + ASAZSsy + AZATS3s
AYA9Sgy + AYATSor + ATAYS10 + AJALSH
-

!
11

+ o+ o+

Sty 7232 | Soo — 28501 +

St

para v = 2

o = AYAISoo + ATA3So1 + AYA3Spe + AA3 S
+ AJAYS10 + ATALS11 + ATA3S12 + AJA3S1s
+  AFA9S20 + ATALSa; + ATA3S20 + ATA3So;
4+ A3A9S30 4+ ASALSs) + AFAZSsy + AZASSss
= AVA2S0s + ALAZS),
Sty = ¥*Si2 —7S02



para v =3

!

AYA9So + AYALSe + AVAZSgs + AVASSys

13
+ AJA3S10 + AJA3S1 + AJA3S1: + AJA3S1s
+  AFAS20 + ATALS2 + ATA3S20 + ATASSos
+ A3AYS30 + ATALSs; + ASAZS3 + ATA3Ss;

AYA3S03 + ATA3S3
13 = 53— 72»3503
fixando p = 2 e fazendo variar v =0,...,3
para v =0

Sho = So2 =7 [502 + ﬁ512]

para v =1

Sh1 = Siy = 7*S12 — VSo2

para v = 2
Shy = AIAISo0 + AJALS01 + AJA3 S0 + AJASSos
+  A3A9S10 + AJALS1 + ASA3S1o + AJA3SHs
+  A3A9S20 + A3ALSa1 + A3A3S20 + A3A3So;
+ AgAgS;J,() + A%A%Sgl + A%A%Sgg + A%A%Sgg
A3A3S2
Sy = S
para v =3
553 = AgAgS()() + AgAéS()l + AgA%S[)Q + AgAgS()g
+ A3A§S10 + AJALSTT + ASA3S12 + AJA3 S
+  A3A8S20 + AZALSa1 + ASA3S2 + AZA3Ss
4+ A3ASSs0 + ASALSs) 4+ ASAZSsy + ASASSss
A2A3So3
Sys = Sa
firando p = 3 e fazendo variar v =0,...,3
para v =1

S30 = So3 = [503 + ﬂsls]

para v =1

Sy = Si3 = vS13 — v*BSos

para v = 2

S39 = Shz = So3

(26)



para v =3

Sha = AIAYSgo + AJALSe + AJAZS0s + AGASSos
ALASS10 + ALALS 4+ ALAZS)o + ALASS 3
AZASSo0 + AZALSo; 4+ AZAZSos + AZASSo;
AgAgS;J,() + AgA%,S:ﬂ + AgA%S;;Q + AgAgS;),g
= A3A3S33

S33

+ o+ 4

!
S33

Para o tensor antisimétrico FL’W,

Fl, = AgAEFaﬁ

fixando p =0 e fazendo variar v =20,...,3
para v =10
F(I)O = A8A8F00 + A8A(1]F01 + AgAgFOQ + AgAgFog
+ AGAGFI0 + AGAGFI1 + AGAGFi2 + AGAG Fis
+ AGAGFa0 + AFAGFo1 + AGAGFao + AGAG Fos
=+ AgAgFgo —+ AgAéFgl =+ ASA%F:Q —+ A%AgFgg
= AgAgFgo + AgAéFOl + A(I)AgFlo + A(I)A(I)FH
para v =1
Fyy = AJAYFoo + AJAT For + AJAT Foo + AQAS Fos
+ AGAYFio + AJATFi1 + AGATF: + A§AT g
+ AgA(l)FQO + A%A%Fgl + A%A%FQQ + A%A?Fgg
+ AgA(l)Fg,o + AgA%Fgl + ASA%ng + A%A?Fgg

AJAL For + AGA Frg

Fy = 9 {1 - 52] For

para v = 2
F(l)2 = AgAgFOO + A8A%F01 + A8A%F02 + AgAgFog
+  AGASF10 + AGAGF11 + AGASFio + AGAS Fis
+ AJASFa0 + AGAGFo1 + AGAS Foo + AGAS Fos
=+ AgAgFgo =+ AgA%Fgl —+ ASAgF:gQ —+ A%A%Fggg

AgA%Fgg + A(I)A%Flz

Fyy = 'Y[F02_BF12:|

para v =3

Fjy = AJAFu + AJASFor + AJAZFoo + AJAS Fos
+ AJASFio + AJALFy + AJASFs + ALAS 5
+ AgAngo + A%AéFgl + A%A%FQQ + A%AgFgg
+ AgAgFg,o + AgA%Fgl + ASA%FgQ + A%AgFgg
= AQA3Fys + AJASF3

Fos ol {Fozs - ’YBF13]



fixando p =1 e fazendo variar v =20,...,3
para v =0

Flo=—Fy =+ [ﬁQ - 1] For

para v =1
Flll = A?A?Fgo =+ A?A%Fgl + A?A%Fgg + A?A%Fgg
+ AJAYFi + ATALFiy + AJATFio + A AT Fis
=+ A%A?FQO -+ A%A%Fgl =+ A%A%FQQ —+ A%A?Fgg
+ ANV F30 + ASALFyy + ATAT 3o + ASATFy
= AYAYFoo + AYA{For + A{AY Fig + AJATF1
para v = 2

Fiy AJASFo + AYASFor + AYA3 Foo + AYAS Fs

+ AJASFi + ATAGF1y + ATASFio 4+ A{ASFis
+ AFASFy + ATASFo + ATASFao + AAS Fog
+ A‘;’A(Q)Fgo + A?A%Fgl + A?A%ng + A‘I’A%Fgg
= A{A3F)
Fly = ~F
para v =
Fly = AIAIFy + AYALFor + AYAZ Fog + AYAS Fos
+ AJASFio + ATAYF + AJASFio + AJASF3
+  ATASFy + ATASFo + ATASFog 4+ ATASFos
—+ A:{)AgFgo -+ A?A%Fgl =+ A?A%F;Q —+ A?AgFgg
= AYA3Fps + ATA3FY3
Fly = —fBFu3+ Fi3
fixando p =2 e fazendo variar v =0,...,3
para v =10

Fopg=—Fp =7 |:BF12 - Foz]
para v =1

Fy = —Fly =12

para v = 2
Fyy = AJAVFoo + ASA{Foy + ASAT Fog + AJAT Fys
+ ASAYFio + ApATFiy + ASATF1p + ASATF3
+  ASAYFhg + ASA{Foy + ASAT Fag + ASAT Fag
+ ASAVF30 + ASALF3 + ASATFao + ASAS Fag
Fly = 0

(32)

(33)



para v =3

Fyg ASASFoo + ASA3For + ASAZ Fog + ASAS Fos

ASASF g + AJASFy + AJASF 1 + AJASFy,

A%Ango + A%A%Fm + A%A%Fzz + A%AgFgg

ASASFs0 + ASALFsy + ASASFa + ASAS Fig

= AZA3Fy3

Fhy = Fy (35)

+ o+ +

fixando p = 3 e fazendo variar v =20,...,3
para v =10

Fyg=—Fgzs =" {'Y/BFIS - Fo3]
para v =1

F3y = —Fi3 = yBFo3 — Fi3
para v = 2

Fip = —Fy3 = —F

para v =3
Fye = AIAIFyo + AJALFy 4+ AJAZFyy + ASAS Fys
+ ALASFo + ALALF + ALAZF + ALASF 5
+ AZAYFoq + A2ALFy + A2A3Fy + A2A3Fys
+ ASASF30 + ASALF3 + ASA2F30 + ASAS Fs
Fie = 0 (36)

2.4 - Os campos elétrico E e magnético B, num sistema inércial K formam um angulo < /2.
Determinar os médulos dos campos E’ e B’ num outro referecial K’ onde o angulo formado por
ele é m/4.

U UUPUUPUPRPPRRRURTRTE S To) 11 ¢r=T o TS PSS UOUPPPPPPRRRRTRN
B-E = B -E = B/E/COSZ = \}iB/E/
BB} = (BE)
pr - B (37)
sabendo que,
B? — E? = invariante (38)
E - B = invariante (39)

a invariancia da eq. (38) significa que se as intensidades do campo elétrico E e do campo
magnético B sao iguais num sistema de referéncia, eles continuam iguais em outro. Se num
referencial em repouso |B| > |E| ou vice-versa, eles continuam obedecendo a mesma rela¢io em
um referencial em movimento. A eq. (39) significa que se os campos E e B sdo mutuamente



perpendiculares em um referencial, isto é, E-B = 0, entdo eles também sao perpendiculares em
outro referencial.

das eqs. (37) e (38)

B’ _-E’ = B?-E? (40)
2(B ) E)2 _ El2 _ B2 _ E2
E” B
2(B-E?-E* = (B2-E)E"?
E'+(B*-E)E’-2B-E? = 0
b+ VD2 _ 4
usando a formula de Bhaskara: v = b 2b ° . fazendo x = E"*
a
g2 _ —(B2-E%)+ /(B —E?)’ —4(1)(-2(B-E)?)
2(1)
_ E?-B?+,/(B2-E?)?2+3(B-E)?
B 2
1 1/2
E' = NG [EZ ~-B?+/(B2-E2)2+8(B-E)?2| (41
para obtermos B’, basta proceder de modo andlogo ao feito com E' na eq. (37),
1 1/2
B = —|B’-E’+/(B2-E?)2+8(B- E)ﬂ (42)
V2
2.5 - Demonstrar as identidades abaixo
C-grad(A-B) = A-(C-V) B+B:-(C-V)A (43)
(C-V)(AxB) = Ax(C-VB-Bx(C-V)A (44)
(VxA)xB = A(V-B)—(A-V) B-AXx(VxB)-Bx(VxA) (45)
ettt DOIUGAO (43) i
operacao diferencial,
C-grad(A -B)=C-[V(A-B)| +C-[V(A-B)] (46)



operacao vetorial,

AxBxV) = —-V(A-B)+B(V-A)

V(A -B) Ax(VxB)+(A-V)B
C-[V(A-B)] C-[Ax(VxB)+(A-V)B)]
C-[Ax(VxB)]+C-(A-V)B
(CxA)-(VxB)+C-(A-V)B
(C-V)(A-B)—(C-B)(A-V)+C-(A-V)B
(C-V) B-C-(A-V)B+C-(A-V)B
(C-V)B

A -
A -

Bx(VxA) = -AB-V)+V(A-B)
V(A-B) = Bx(VxA)+(B-V)A

C-[V(A-B)] = C-[Bx(VxA)+(B-V)A]
= C-[Bx(VxA)+C-(B-V)A
= (CxB)-(VxA)+C-(B-V)A
= (C-V)(B-A)—(C-A)(B-V)+C-(B-V)A
= B-(C-V)A-C-(B-V)A+C-(B-V)A
= B-(C-V)A

das eqs. (46), (47) e (48),

C grad(A-B) = A.-(C-V)B+B-(C-V)A

operacao diferencial,
(C-V)(AxB) = (C-V)(AxB)+(C-V)(A xB)
operacao vetorial,

(C-V)(AxB) = Ax(C-V)B
(C-V)(AxB) = —Bx(C-V)A

das egs. (50), (51) e (52),

(C-V)(AxB) = Ax(C-V) B-Bx(C-V)A

operacao diferencial,
(VxA)xB = (VxA)xB+(VxA)xB
operacgao vetorial,
(VxA)xB = -Bx(VxA)=4+AB -V)-V(B-A)
= A(V-B)-V(B-A)
Ax(VxB) = —B(A-V)+V(B-A)

VB-A) = Ax(VxB)+(A-V)B

10

(47)

(55)



(VxA)xB = -Bx(VxA)=4+AB-V)-V(B-A)
= (B-V)A-V(A-B)

Bx(VxA) = —AB-V)+V(A-B)
V(A-B) = Bx(VxA)+(B-V)A
das egs. (54), (55), (56), (57) e (58),

(VxA)xB = AV-B)—(A-VB-AxXx(VxB)-Bx(VxA)

(58)

(59)
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